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ABSTRACT

The transport equation for turbulent flows are deduced in tensorial no-
tation and for a generalized coordinate system. The equations of continui-
ty, Navier-Stokes and Reynolds, as well as the transport equations for
mean vorticity, turbulent kinetic energy and dissipation rate are presented.

Resum

Es dedueixen les equacions de transport en forma tensorial per a fluxos
turbulents en coordenades generalitzades. Es presenten les equacions de
continuitat, les equacions de Navier-Stokes i les equacions de Reynolds,
aixi com les equacions de transport de la vorticitat, de ’energia cinética tur-
bulenta i de la velocitat de dissipaci6 de I’energia turbulenta mitjanes.

INTRODUCIO

El desenvolupament tecnologic en general i el del sector quimic en par-
ticular, precisa, entre d’altres, la resolucié simultania de les equacions basi-
ques de transferéncia de quantitat de moviment, calor i materia i de models
matematics complementaris que descriguin quantitativament els diferents
processos quimics i fisics que configuren les activitats de recerca o producti-

1. An english version of the paper may be obtained from the authors.
2. Correspondencia.
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ves propies del sector, independentment del grau de dificultat o de la com-
plexitat dels metodes experimentals, numerics o estadistics que calgui em-
prar.

L’apropament actual entre la recerca fonamental i la tecnologica es pa-
lesa, per exemple, en la necessitat de dissenyar equips industrials de transfe-
réncia de mateéria, calor i quantitat de moviment, amb una base teorica que
ultrapassi les limitacions dels models empirics, per tal de possibilitar un mi-
llor control i eficacia operativa de les plantes i processos quimics 1 fisics ac-
tualment en operacio o de futura implantacio. Per altra part, també és nece-
sari en molts processos de tecnologia punta, com els relacionats amb el crei-
xement cristal-li 0 amb industries aeroespacials, disposar de metodes de si-
mulaci6 potents que permetin predir els processos de transferéncia abans
esmentats en interfases de geometria i amb condicions de contorn comple-
xes. En aquest context i donat que la majoria de processos de transferencia
en sistemes fluids d’interés fonamental o tecnologic s6n bé turbulents (ca-
racter irregular i aleatori en el temps) o bé laminars (fluxos ben definits),
perd en sistemes evolutius de geometria complexa o canviant, és del tot ne-
cessari deduir les equacions fonamentals de transport per a fluxos evolutius
en forma tensorial 1 per a un sistema generalitzat de coordenades, aixi com
elaborar algoritmes de calcul per a resoldre 1 descriure numericament tots
els processos de transferencia abans esmentats.

El desenvolupament creixent de la tecnologia dels computadors digi-
tals ha comportat un augment de la capacitat d’emmagatzematge de dades i de
la velocitat de calcul que permeten endegar I’estudi de sistemes de flux con-
siderablement complexos, malgrat que encara no és possible la resolucié
precisa de les equacions que regeixen el moviment dels fluids en qualsevol
geometria i regim de flux. Aixi, els avengos en cibernetica s’han convertit en
els motors del desenvolupament de la tecnologia relacionada amb la mecani-
ca de fluids i els processos de transferencia de materia i calor. La resolucié
numerica dels fluxos, confinants o no, al voltant d’obstacles, ha estat un dels
sistemes més estudiats en els darrers anys."?

Parallelament i simbiotica al desenvolupament cibernetic, s’han pro-
duit avengos considerables en les tecniques de generacié de sistemes de
coordenades generalitzades autoadaptatives. Efectivament, si es volen re-
soldre de manera discreta les equacions de transport en un domini de calcul
de contorn arbitrari, es tenen dues possibilitats per construir la xarxa que
defineix discretament aquest domini. Una d’elles consisteix en emprar una
xarxa cartesiana, la qual cosa implica utilitzar expressions especials prop de
les fronteres i, generalment, xarxes irregulars. Una tendencia més recent,
pero, és utilitzar coordenades que s’adaptin als limites del domini de calcul;
en aquests sistemes cada component frontera és una linia coordenada’. En
camps tan diversos com la meteorologia* o la elasto-estatica i geologia®® I's
de sistemes de coordenades curvilinies és considerat cada cop més necessari
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per a una millor aplicacio de les condicions de contorn en la resolucié de les
equacions diferencials que modelitzen els fenomens objecte d’estudi en
aquests camps.

El present estudi no contempla la generacié de sistemes de coordenades
curvilinies’, sind que té com objectiu la deduccié de les equacions de trans-
port en forma tensorial per a fluxos turbulents en coordenades generalitza-
des. Actualment, encara és necessaria aquesta deduccio, ja que en endegar
Pestudi numeric per a descriure una configuracié complexa 1 decidir utilit-
zar un sistema de coordenades autoadaptatives, hom troba que els textos
classics®*!® només tracten les expressions de les equacions de transport en
els sistemes de coordenades d’is més com, és a dir cartesia, cilindric 1 esfe-
ric. Per altra banda, la literatura especialitzada només proveeix ’expressio
generalitzada de les equacions de Navier-Stokes!!? o de les de transport
d’un escalar'? per valors instantanis de les diferents variables.

L’objectiu d’aquest treball és omplir el buit existent pel que fa referén-
cia a les equacions de transport corresponents a variables mitjanes, ja que
son les Gniques que permeten estudi dels fluxos turbulents i la prediccid
numérica dels corresponents processos de transferencia. En apartats succes-
sius es deriven, de manera senzilla i directa, les equacions de continuitat, les
equacions de Navier-Stokes i les equacions de Reynolds, aixi com les equa-
cions de transport de la vorticitat, de ’energia cinetica turbulenta i de la ve-
locitat de dissipaci6 de Ienergia cinética turbulenta mitjanes.

EQUACIO GENERAL DE CONSERVACIO EQUACIO DE CONTINUITAT

L’equacio general de conservacio per a camps conservatius, pot expres-
sar-se en forma integral, segons'!, per

ditffjAdv+J'fB~nds=fHCdv (1]

Aixi, la velocitat de canvi de la magnitud de la variable considerada dins
del volum V més el flux net de sortida de la mateixa a través de la superficie S
que conté V, és igual a la velocitat de generacié. Les variables A, B i C sén
quantitats tensorials tals que A i C tenen sempre el mateix ordre i B I'imme-
diatament superior. Si a 'equacié [1] se li aplica el teorema de transport de
p quacié P p
Reynolds®!" donat per ’expressi6

* Els conceptes basics d’analisi tensorial i les definicions d’operadors s’inclouen a I’annex.
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d 3A
L risaav=g5T SR ave g aemds 2]
t ot
es dedueix facilment que
i1/ aa—AdV+ffh-ndS:ffdeV (3]
t

enlaqueh=A-v+ B.

Per altra part, el teorema de Green permet establir que

[ff ( =+ divh )dv=fijdV (4]

la qual equaci6 condueix a I’expressio diferencial general del teorema de
conservacio,

dA .
—+divh=C (5]
Jt

en la que C és un terme de generacio.
[’equacio de continuitat

3
s +div(pv)=0 (6]
ot

s’obté a partir de I’expressio [5] pel cas particular A = piB = C = 0. Em-
prant I’ expressio de 'operador divergencia, donada a ’annex, I’equacio [6]
en notacio tensorial esdevé

ap 1 B .
a j;(P]) (7]

@' son les components contravariants del vector velocitat en les coordenades
generalitzades x', ambdues definides a I’annex.
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EQUACIO DE NAVIER-STOKES

L’equaci6 general de conservacié6 [5] permet plantejar facilment el ba-
lan¢ de quantitat de moviment,

dpv .

— +div(pvv-T)=pf [8a]

ot

o

dpu Ll = Ja

—apu +(pia), = pf + [8b]
t

igualant A = pv, B=-TiC = p{. El tensor esforg total & pot descompo-
sar-se en un tensor pressio 1 un tensor esforg viscos,

t=_pgi+ & [9]

Per aun fluid newtoniaiisotropic, &' es relaciona linealment i isotropi-
ca amb el tensor deformacié segons ®

& = Gimn 5 [10]

mn

en la que G'™ és un tensor isotropic de quart ordre purament contravariant
1simetric en (i, j) 1 (m, n). D’acord amb Aris®, Gi™" ha d’ésser una combina-
ci6 lineal dels productes dels tensors métrics definits a "annex g/ gmi(gmgn
+ g™ g™) 1I’equacié [10] esdevé
& = A gij gmn gmn + u (gim gjn + gin gjm) §mn

=Ag'sm4+2pusy [11]

en la que § és el tensor deformacié definit per

1

2 At
§;:= E (uj',i + ui‘j) [12]

St s’aplica la hipotesi de Stokes 3 A + 2 p = 01 es considera el cas particular
de equacio [12]§m = 4™ . s’obté

f=_ (I') +2/3 n flm‘m) gij +2p i [13]
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Donat que el tensor esforg total ¥ esta afectat per 'operador divergen-
cia a equacio6 [8a], és necessari derivar covariantment I'expressio [13]

tl=~ (p,; t+ A Sm;)g'+2us)

—-(p;+rul) gl +p gk g™ (Gy i + T i)

-(p;+ A+ ﬁl,(ki) gl + pgm ﬁjjm [14]

per obtenir finalment ’equacié de Navier-Stokes, la qual en forma tensorial
conservativa és

+(pwd); = pii—gip;+ (A +p)gh ok +pg™aj, [15a]

1 en forma no conservativa

pou
ot

+pual= pl-gip, +(A+p)giahy, +pgmu! [15b]

,jm

Per a fluids incompressibles de viscositat constant i en abseéncia de
camps de forces externs, les equacions de Navier-Stokes [15] s’expressen
com

L i .
'E +u’u:i= E +(u]ul),j:— ;p,i-i-vg' u:]k [16]

Les restriccions de propietats fisiques constants i d’absencia de camps de

forces externs, imposades en I’equacié [16] es mantindran en els apartats se-
glents.

EQUACIONS DE TRANSPORT PER A VARIABLES MITJANES
Equacio de Reynolds.

La descripci6 d’un flux turbulent en tots els punts de I’espai i en qualse-
vol instant del temps no és factible, per la qual cosa s’adopta en aquest
treball la descomposicié de Reynolds™. Els valors instantanis de totes les

variables es descomposen en els respectius camps mitjans (lletres majuscules
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o amb sobrebarra) i fluctuants (lletres minascules); @' = U' + u', p = P + p,
6" =2V + oY, t = TV 4+ t', etc. En consequeéncia, la mitjana temporal de
qualsevol valor fluctuant és zero, u' = 0. Aplicant aquesta descomposicié a
les equacions de Navier-Stokes i realitzant la mitjana tempral, s’obté ’equa-

ci6 de Reynolds

out fres : .
T +U]Uli — — +(U’U’)i=
ot ' ot ‘

— ol

L’equacio [17] juntament amb I’equacié de continuitat mitjana, forma
un sistema obert d’equacions diferencials ja que no és possible, d’una mane-
ra estrictament deductiva, tancar el sistema; si es planteja una equacié de
transport pel tensor de Reynolds u' u’ apareixen noves incognites, sota la
forma de moments d’ordre superior. Es per aixo que es fa necessari recorrer
a una modelitzaci6 semi-empirica dels termes de transport turbulent.

Els models de tancament més estesos son els de tipus gradient'*. Pel
tensor de Reynolds aquest model s’expressa segons

—ulu=2v,S1-2/3gik (18]

. . u'y, -
essent I’energia turbulentamitjana k = - = 12g;u'w
i el tensor de deformacio SV = gk g/,
Substituint ’equacié [18] a I’equacié de Reynolds, resulta que
ot —g

i ikt i . ik [19]
; +UU'I=—P‘]+Vg U'ik+2(V[S)’j—§ glk,j
p

1 tenint en compte que

ghUl, =glgh U, + g/ U,
=g'g* (U + Uy y) = 28" g* Sy
=2 Sii,i
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es dedueix finalment ’expressio

aU o —g"

T +UIUL = > M0+ 2[(v + v) ST], [20]
dt ’ p

Enla que

2

Equacio de transport de I’energia cinética turbulenta mitjana.

Els models de tancament tipus gradient esmentats anteriorment foren
suggerits per Boussinesq I’any 1877. Anys més tard, el 1925, Prandtl enun-
cia la coneguda hipotesi de longitud de mescla, segons la qual la constant de
proporcionalitat suggerida per Boussinesq, la viscositat turbulenta v,, era
igual al producte d’una velocitat turbulenta i d’una longitud caracteristica

v,=V, [l [21]

Avui en dia aquesta és encara laidea central de molts dels diferents mo-
dels de tancament utilitzats a nivell dels tensors de Reynods.

En models de zero equacions, V, es fa proporcional al valor absolut del
gradient de la velocitat mitjana'*"? . En models d’ordre superior, V_es rela-
ciona amb alguna magnitud turbulenta que es conservi segons una equacio
de transport addicional''>. A partir dels treballs de Prandtl (1949) i de Kol-
mogorov (1942), Ialternativa més estesa és definir

Ve Vk [22]

D’aquesta manera I’equacié de transport de I’energia cinetica turbulen-
ta mitjana esdevé la base de la majoria dels models de transport turbulent
que inclouen una avaluacié local de I’escala de velocitat turbulenta, V..

L’equaci6 de transport per a

k=vu/2=1/2 o u v
s’obté multiplicant per 1/2 g, u’ equaci6 de transport de ul, obtinguda per
diferéncia entre I’equacié de Navier-Stokes i la de Reynolds i realitzant la
mitjana temporal a ’expressio resultant. Enuna etapa intermedia es pot ob-

tenir ’equacio de transport del tensor de Reynolds u' o,
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du'u!

ot

+ (U u[)‘j + Ul (uf ul),i + (u' ) Ufj + (u'v) Ul,j = (23]

j ij
7 8 ik (i ik 7
—-= ; p,u —;p,jul+ Vg’k(u u’)‘jk—nglk(u ’iul,k)

1, finalment , I’equacié de transport de k,
ok o o VT (—
o +U1K)i=—giiu u’U',k—B(pu'eru’k)’i [24]

+ vgi“E'jk—Vg”‘gizm

Si es modelitza el terme pu/ + p u' k segons un esquema del tipus gra-
dient,

—— e
—-(pu+puk)=— pgkk, [25]
Oy

i es fa Gs de les definicions donades a I’annex, es demostra que I’equacio [24]
esdevé igual a

8K+U aE —]—Uk " (V+Vt/ck) 9 (J ik aE ) e [26]
1 e {1 . _— —
qt ax RERSES J 9x ¥ ok

dv/o, 9k

a0 axk B ik

Al terme v g* u;; u’| se I'anomena dissipaci6 isotropica d’energia cinética
turbulenta g1 ] és el Jacobia.

En modelitzar el tensor de Reyolds u' w també segons un esquema del
tipus gradient,

—_ L2
—u'u=2vSY E g'k Pequaci6 [26] es transforma en I’expressi6
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ok ok § (v+v/o,) 9 . ok
—+U‘—=2v[5"sij+——(]glk— + [27]
qt Ix' ] dx/ 3 xk
dv/o, 3k
Ktk -~ _yalky gl
e dx Jxk V8T Wk

Equacio de Transport de la Dissipacié Isotropica d’Energia Cinética Turbu-
lenta.

L’aplicacio de models de dues equacions, una per a ki una segona pera
una altra magnitud turbulenta mitjana, per a caracteritzar fluxos turbulents,
evita la necessitat d’especificar I'escala de longitud turbulenta, longitud de
mescla. La magnitud addicional que més acceptacio ha tingut a la bibliogra-
fia' ha estat la dissipaci6 ¢, identificant-se els corresponents esquemes com
models k — €.

L’equaci6 de transport per a € pot obtenir-se de manera exacta a partir
de les equacions de Navier-Stokes, mitjangant les operacions de diferencia-
c16, multiplicaci6 1 amitjanament. No obstant, I'alternativa més estesa a la
bibliografia quan s’aplica en sistemes de coordenades classics, és modelitzar

I’equacio de €, suposant-li un comportament analeg al de k.

de - de e .. (vt+tv/o,) o . g
=== ==l = Wi+ *—( g"‘—) (28]
ot ox' k ] ox 3 xk
., dv/o, J¢
+ gk — — -C,e%/k
3x 9xk

Aquesta equacio és la segona del model de tancament k —&.

Equacio de Transport de la Vorticitat Mitjana.

En sistemes de flux turbulents que en termes mitjans puguin ésser con-
siderats bidimensionals i que tinguin un domini d’itegraci6 monoconnexe,
és convenient aplicar una transformacié a les variables independents i treba-
llar amb la vorticitat i la funcié de corrent, conegudes per variables de
Helmholtz. Aquest canvi redueix en una unitat el nombre d’equacions dife-
rencials en derivades parcials que descriuen el comportament del flux bidi-
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mensional objecte d’estudi. No és com, perd, la utilitzacié d’aquestes va-
riables en fluxos turbulents, degut, probablement, a la dificultat que repre-
senta imposar condicions de contorn adequades pel que fa, sobretot, als va-
lors de la vorticitat a la paret, els quals tenen una importancia més critica en
P’esmentat régim. No obstant aixo, es troba a faltar en la literatura expres-
sions per al transport de la vorticitat mitjana en sistemes de coordenades no
cartesianes.

La vortcitat es defineix com el rotacional de la velocitat, per la qual
cosa pot expressar-se segons I’equacié

i oifk
o =& gkp Up,i [29]
en la que €% és un tensor absolut, purament contravariant de tercer ordre,
relacionat amb el simbol de permutacié E'* mitjancant I'expressio

} Eiik
gik= —__ [30]
J

Per tant, E'* és un tensor relatiu contravariant de pes + 18 que pren els
valors + 10— 1 segons ijk sigui una permutacié parella o imparlla de 123 i el
valor zero en els altres casos. En definitiva, per obtenir 'equaci6 de trans-
port de la component i de la vorticitat mitjana hem d’aplicar ’operador

ik

T 8icp( ),; al’equacio de Reynolds per ala component p de la velocitat,
Eiik QUP Eiik [ Eik

] S ( 3t ) T 8 (U UP::),j=—T 8" gip [ [31]

v Eijk Eijk
+ g™ gip UP i + 2 T 8ip (v SP) 4
El primer terme de I’equaci6 [31] pot reduir-se a

Eik ( aUP ) 3 ( Eilk i ) _J0 532]
J B\ e )T e\ T B ) T 5

per a sistemes de coordenades invariants en el temps.
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El segon terme pot expandir-se si es té en compte que
u'ur, =U'g (U, ;- U, + Ulgm Uy,
=Ulgrm-2-Q, +g™1/2(U'U) , [33a]
ja que

Q,,=1/2(U,,-U,,) [33b]

1 que

1/2(U'U) ,, = 1/2(U'U,, + U, U ) =1/2 (U'U,, +gPg,UrU, )=

=1/2@U'U,,+#UPU, )=UU,, [33c]
Endemés
_ Eijk
J
1
Uk,j = 1/2 (Ukri + Uj,k) + 1/2 (Ukvi _Uj,k) = Sk] + Q|k [336]

la qual cosa comporta

_ Eijk Eijk Eijk
o= — Skl + J Qlk = J Qlk

[33f]

si es condidera el caracter simetric del tensor deformaci6 Sy; i antisimetric
del tensor de rotacié Q; i de E'* per i fixat. El tensor rotaci6 €, definit se-
gons Aris® amb el signe contrari a la definici6 donada per Tennekes i
Lumley'¢, té inicament tres components independents, podent-se establir
una relacié biunivoca entre aquestes components 1 les components contra-
variants del vector vorticitat,

. Eik
= T Q [33g]
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demostrant-se, amb I’ajut de I’algebra tensorial, que
. S o
JE 0 = JEk T Q,

= gikg, Q
= gikg, Qi
= (5} 5:‘; - 531 811() ij
= Q,-Q,

=-20Q [33h]

0, reciprocament, que

Q, = 1/2] By o [33i]

Per tant,

U'UP, = U'JEy,, g™ 0" + g™ 1/2(U'U),,, (33]
Eijk

Enaplicar 'operador T 8ip ( ),jes demostra finalmente que

Eijk

T gip (U'UP ) 5 = giik 8ip 87" (U-2-Q, ) + 1/2 gPm gip € (U'U) i =

=P gikg , (U* o"); + 1/2 8P ik (U! U) i =
=eey (U, + 126% (U'U) , =
= (8,9)-8}8)) (U'o"); + 0 =
Pel que fa al primer terme del segon membre es dedueix que
Eiik Eiik Eiik

- — gl MMy=— — §/M,=— — M.=0 [34]
g Bkp 11y k 115 ik
J P ) J ) J )
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mentre que pel segon s’acompleix la igualtat
v Eik

J

ijk
gm g, UP jy = Vg™ ( T 8w LE, ) i

=V g/m wi,lm

(35]

El darrer terme de ’equaci6 [31] és el més delicat d’estudiar i expandir,
ja que incorpora efecte del transport turbulent. En primer lloc es pot des-

composar €n quatre subtermes,

Eik [ 2y EE 2B~ )
2 T 8kp (Ve SP); = 8kp STt N 8ikp Ve 1 P ;

2E'k 2 Eiik

i
+ gkpvl,isp,,-k

I
Bikp ST Ve

i estudiar cadascun d’ells per separat,
2 v, Eik y 2v, Eik . 2v, Eik
J ng S P,li = J gkp & 8 4 Smn,lj =

v, Eiik
= J gml (Uk,m + Um,k) i =

Rg™S
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2Eik 2 Eik
T gkp Vi,i Slp,l = T gkp Vi,i gml gnp Smn,l =
Eilk
= T g™V i (Uni+ Uin) s
Eijk
= T g™V Uy [37¢]
2E% 2 Eiik )
—J— gpk 5P Vt,[i = J gkp gm gnp Smn Vi N
Eijk
= T g™ (Ui + Uy ) Ve [37d]

L’expressi6 general del transport de la vorticitat mitjana, deduida de
I’equaci6 [31], és, en conseqiiencia, igual a

3o i ok i iTTi ik i
E+ U-g v[‘k)w,j—m’U’j=(v+vt)g' o' ) [38]
Eiik
+ T gmlvt,j Uy i
Eijk
+ T g™ Ve (Umik + Uk )

EXEMPLES PARTICULARS DE FLUXOS BIDIMENSIONALS

Tal com s’ha esmentat anteriorment, Iestudi del camp dinamic en ter-
mes de vorticitat i funcié de corrent és convenient solament en configura-
cions que, en mitjana, puguin ésser considerades bidimensionals. No cal dir
que en aquests casos, el sistema d’equacions representat per I’equaci6 [38] se
simplifica molt. En primer lloc, la vorticitat pot passar a ésser considerada
com un escalar, en anul'lar-se dues de les seves components i, conseqiient-
ment, el sistema es redueix a una sola equacié. En segon lloc, s’anul'la el ter-
me @ - U'; = 0, en tenir el vector vorticitat direccié perpendicular al pla de
flux. Finalment, encara se simplifica més I’equaci6 de vorticitat si el sistema
de coordenades de referéncia és ortogonal, ja que s’anul-len tots els termes
amb g 0 g peri # j.
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A continuaci6 es dedueixen, a tall d’exemple, les expressions de les
equacions de transport de Ienergia cinetica turbulenta i de la vorticitat mit-
janes, per dues de les configuracions bidimensionals més utilitzades, la rec-
tangular o cartesiana 1 la cilindrica-polar.

Sistema Cartesia.

Un sistema de coordenades pla i cartesia ve definit per les igualtats se-
génts:

x' = x; X =y; g =g = o) J=1
U'=U,=U; Ul=U,=V [39]

En consequencia, 'equacié [27] esdevé

ok Uak Vvak v, %k %
F UK VOE_(nyrsE Sy,
at dx dy oy ax? 9y’

(av/ckGE av/ckaE) U \ 2
+ — +vl[2(—) +
dx 0Ox dy Qdy ox

AV 2 dU 2aV)?
() ()]
Ay dy ©ox

1’equacié de transport de la vorticitat mitjana, equacié [38] ve donada per

dw dv, \ dw dv, \ do
L P LTI T ) ”
dt dx / 9x dy / 9y
do o v, Vv
=(v+yv) [ =+ ] + ( ) [ +
ax?  Qy? dx dx?
Vv ] ( Av, ) [aZU *U ]
- = + .
dy? dy ax?  3y?

3V aU Pv, v, ?v, [ 3V aU
() (2] (%)
dx dy 9x* a3y’ dxdy \ Qdy dx
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Sistema Cilidric-Polar.

Un sistema de coordenades cilindriques planes ve definit per les igual-
tats seguents:

x! =r; x? = 0; gij:gij=0, 1#J;
1 1 _,
gn=g =1 2= 5 =05 J=r
g
Ul=U'=U; U2 = Uy/r; U,=rU, [42]

Aplicant les definicions donades a I’annex i tenint en compte que els
unics simbols de Christoffel (també definits a ’annex) no nuls son

— . 9 —
[ho=-r L s =

- o=

[43]

es dedueix que I’equacio de transport de I’energia cinetica turbulenta mitja-
na s’expressa en aquestes coordenades segons

ok ok U, dk v, 13 (rdk
R (| SN Lo
ot or r 00 o r dr \ dr

rr 396?

1 a?E] . (av[/ckaE 1 dv, aE)
=

ar 91 2 36 30

[ (aU,)2 13U, U, \?2
+ v, | 2 +(— +—) +
or r 00 R

or r r 90

(aU0 U, 1aUr)2:|
4 + - -

mentre que I’equacio [38] per la vorticitat esdevé

ot

r r 30

dw v, \ dm Y9 1 3v, \dm
S8 ) o

— 4+ —
or 20

or
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123 dw 1 3%
=(v+v[)[——(r—)+— ]+
ror or

3v, [ 3 [ 108rU, 13U, 29U,
B[R 1% 2

r Or

N (azv[ 1 azvt) [ 13U, N aU, Ue]
dr? rr 362 r 90 or r

4 ( 1 9v, %y, )aUr 1 dv, (8U0+ 19U, U,
r r 306 Q3rd30/ dr r Or

or r 30 r
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ANNEX

L’annex inclou d’una forma resumida les regles basiques del calcul ten-
sorial. En totes les expressions que segueixen, la repeticié d’indexos implica
suma de termes, excepte en els casos que explicitament s’especifiqui el con-
trari. Es consideraran solament espais tridimensionals, sense que aixo signi-
fiqui cap perdua de generalitat en I’exposicié del tema.

Transformacio de Sistemes de Coordenades.

La transformaci6 de sistemes de coordenades permet representar enti-
tats fisiques (tensors) de manera que qualsevol canvi de coordenades de re-
ferencia modifiqui la seva descripci6 espacial, sense canviar, pero, la seva
significaci6 fisica. Els diferents tipus de comportament que s’observen en
transformar Iespai, s’identificaran amb una doble notacié per subindexos i
superindexos.

Un punt P, de I’espai metric tridimensional referit al sistema de coor-
denades cartesianes X pot representar-se per un terna de reals (x!, x2, x2). Si
es defineix una transformacié funcional, real i uniforme, de la forma

T f=2, ) (i=1,23) [A.1]
els elements de la matriu transformacié sén

_ ox [A.2]

i

1, en virtud de la transformaci6 T, els tres x! obtinguts seran les coordenades
de P, en el nou sistema X.

Una transformacié no és valida si no es pot invertir. aixd sempre es pot
fer si el Jacobia ] no s’anul'la en cap punt del domini

J=1ql [A-3]
Pel que fa a aquest annex, les x' representaran les coordenades cartesia-

nes i les x' un sistema de coordenades qualsevol.
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Vectors Contravariants i Covariants.

Prengui’s com exemple el vector velocitat instantania #' en coordena-
des cartesianes x',

. dx!
i A4
Z m [A.4]

En un altre sistema de coordenades qualsevol x' les components trans-
formades U' s’expressen segons

fi= —=——=—# [A.5]

Aquest tipus de comportament [A.5] sota una llei de transformaci6 de-
fineix els vectors contravariants. Més precisament, s’adopta la convencio
que a' s6n les components d’un vector contravariant en un punt del sistema
de coordenades cartesianes X si sota una transformacié de coordenades
T:x =x (x!, x4, x*) (1 = 1, 2, 3), les components del vector contravariant es-
devenen

ai = % @ [A.6]

Els vectors amb un comportament contraposat a [A.5] son anomenats
vectors covariants. Es el cas, per exemple, del vector gradient d’un escalar,

a= — ;4 =—=———=—7 4, [A7]

De manera general, les components d’un vector covariant segueixen la
llei de transformacio

x.
a, = —8% a; [A.8]

S’ha convingut en distingir formalment aquests dos comportaments
amb la utilitzaci6 de superindexos pels vectors contravariants i amb subin-

dexos pels covariants.
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Els tensors d’ordre superior poden ésser purament contravariants, pu-
rament covariants o mixtes. En general, sota una transformacié de coorde-
nades es comporten segons

P axProaxt axh
Pt Pm — 14 wow L
AE= e s e Mt [A.9]

Tensor Meétric.

D’una manera general, un diferencial de cami es defineix com
ds® = g; dx' dx [A.10]

El tensor métric g;; relaciona distancies amb increments de coordena-
des. Es un tensor purament covariant i es defineix

axk axk

¢, e A.11
Bi= 30 B [ ]

acomplint la relacié
g=|g;|=J [A.12]

Existeix un tensor fonamental gV associat al tensor métric, que acom-
pleix la relacio

i 5i: 5 {1,i=k [A.13a]
1 .= 0L Ot = .1oa
8’ 8Bk k k 0, i#k
1, per tant,
1
gi= — [A.13b]
g’

essent g un tensor purament contravariant i 8} la delta de Kronecker. El
tensor metric g; s’empra per obtenir components covariants de tensors
contravariants 1 g pel cas contrari,

u =g
...i— i'-
=gy
g = oikg
5 T8 Sy
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Noti’s que en aguests tres exemples no s’obtenen tensors de tercer or-
dre ni de quart en el darrer cas, ja que es produeix una contraccié d’indexos,
en igualar-se un dels indexos superiors amb un dels inferiors.

Diferencials de Tensors.

. . . d
Com ja ha estat esmentat anteriorment, el gradient d’un escalar f,; ,
X

és un vector covariant per qualsevol x (x!, x’, x°). Succeeix perd, que, en ge-
ueral, les derivades parcials de tensors de rang superior a 0 no son tensors.
En conseqiiéncia, és necessari introduir un nou concepte de derivacio, la de-
rivacié covariant, que conservi el caracter tensorial i que permeti formular
les equacions de transport de manera independent del sistema de coordena-
des elegit. La derivacio covariant, simbolitzada per una coma i un subindex
darrera la variable diferenciada, acompleix la relacié dA = A ; dx!, essent A
un tensor qualsevol.
Les derivades covariants de tensors de primer i1 de segon ordre so6n

2

: du
io= 9% 4 gk, [A.14a]
’ ax
8%,
= = - Ty [A.14b]
’ ox;
i 3sh o o
si+ — + i+ s [A.14c]
3 xk
o EE
Sli k= —L + rk[ S rk} S[ [A.14d]
’ J xk
-
S — - 5T 5 [A.14¢]
’ axk

Les quantitats I'}; son els simbols de Christoffel de segona classe (o es-
pecie), definits per

k ogy , 98y 28
% =4} =" ( S ) [A.15]

essent
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1/2( ag,-Az 4 agg _og; ) = [ij,/] = Ty, [A.16]
Ix' ax Jx

el simbol de Christoffel de primera classe (o especie). En coordenades carte-
sianes, tots els Iy son nuls1la derivada covariant s’identifica amb la deriva-
da parcial ordinaria. Noti’s també que

gl =gx=0 [A.17]
i J
r}i — r:l - —J [A18]

Deltes de Kronecker i Simbols de Permutacio

La delta de Kronecker, 8}, és un tensor mixt de segon ordre definit per
4 1, i=j
si={ ' [A.19]

i que es relaciona amb el tensor metric mitjangant I'expressi6 [A.13].
Elsimbol de permutacié, Ej, pren valors +1 0 -1, segons ijk sigui una

permutaci6 parella o imparella de 123 i el valor 0 en qualsevol altre cas.

Aquest simbol és un tensor covariant de tercer ordre i pes relatiu -1, per la

qual cosa la llei de transformacié®

1 9x' 3x' dxk
= ——_—-—"—E, [A.20]

inclou J™'. Analogament, E'* és un tensor contravariant de tercer ordre i pes

relatiu +1. Pertant, €/* = — E'% és un tensor absolut contravariant de ter-

cerordreig; = JE;, ésuntensor absolut covariant de tercer ordre. Ambdos
tensors estan relacionats amb les deltes de Kronecker mitjangant ’expressio

gik g —5 5 —6’ 8 [A.21]
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Operadors Especials

Es dona a continuaci6 'expressio dels operadors més usats en les equa-
cions de transport.

Divergencia d’un vector:

aAi +rEiAi: LM

X ] ox

divA=Al, = [A.22]

Laplaciana d’un escalar: La derivada covariant d’un escalar f, que es re-
dueix sempre a la derivada parcial, és un vector covariant, gradient de f, que
s’expressa com f ;. Si es puja I'index d’aquest vector, multiplicant per gi i
s’aplica 'operador divergencia, s’obté la laplaciana de I’escalar f,

) ; 1 3 - of
V2 f=div(gradf) = (gf ) = Tg (Jg” E ) [A.23]

Laplaciana d’un vector: El component i de la laplaciana d’un vector A
s’expressa com gi*A'  si el vector és contravariant o com g*A, , siel vector
és covariant. En qualsevol cas, és necessari coneixer expressio de la deriva-
da covariant segona d’un vector,

5 %A . JA! - QA! JA art .
g i | / l / i m i T™m
Alp= Yy +I5 ok +Ty Fwi =% T A [_ax"‘ + rmkrjl_rmlrik]
[A.24]
A, A 3A 3A, AT
_ 1 / ! / ! ! 1 m ! m 1/
M= S o TTh o Tk g -a| Sy-mar-rnL
[A.25]

Components Fisiques.
Les components d’un vector, referides a un sistema de coordenades
cartesia, tenen sempre dimensions homogenies degut a les dimensions de

longitud de les coordenades cartesianes. En general, pero, utilitzant com a
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sistema de referencia un sistema de coordenadas x' qualsevol, les diferents
components d’un vector, ja sigui covariant o contravariant, no tenen la ma-
teixa dimensi6. A tall d’exemple es poden considerar les components del
vector velocitat referides a un sistema de coordenades cilindric

. dx! . .
u'= d—x , X' =1,x*=0, i1x> =2z Pertant [0'] = LT, [a}] = T i
t
[@’] = LT, essent en aquest cas L i T les dimensions longitud i temps, res-
pectivament.
Hom anomena components fisiques d’un vector A(i), a
A() = A ()" [A.26]*

podent-se comprovar que les dimensions de les diferents components fisi-
ques d’un vector son homogenies i iguals a les del mateix vector.

Aplicant la relacié entre les components contravariants i les covariants
es té que

Al = (ga)'” g7 A [A.27]F
Només en sistemes ortogonals, en que g/ =0 si i # j, s’acompleix que

A

AQ) =
2 ()"

[A.28]*

* La repeticio de subindexos en g; no implica en aquest cas suma de termes.
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Tensors

Vector, component contravariant

Constants empiriques

Element de la matriu transformacio

Escalar

Forga externa, component contravariant

Tensor metric, component covariant

Tensor contravariant isotropic de quart ordre

Jacobia de la transformacio

Energia cinética turbulenta

Longitud

Longitud de barreja

Pressio mitjana

Fluctuacié de pressio

Tensor deformaci6 mitja, component covariant
Fluctuacié del tensor deformacié, component covariant
Coordenades cilindriques

Tensor esforg total, component contravariant
Fluctuacié del tensor esforg total, component contravariant
Temps

Velocitat mitjana generalitzada, component contravariant

Fluctuacié dela velocitat generalitzada, component contra-
variant

Components cartesianes de la velocitat
Components cartesianes de la velocitat mitjana

Components cilindriques de la velocitat mitjana
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Velocitat turbulenta

Sistema de coordenades
Coordenades cartesianes
Coordenades cartesianes
Coordenades generalitzades
Deltade Kronecker

Densitat

Viscositat dinamica

Viscositat cinematica

Viscositat cinematica turbulenta
Segon coeficient de la viscositat
Tensor esforg viscés mitja, component contravariant

Fluctuacié del tensor esforg visc6s, component contra-
variant

Constants empiriques

Velocitat de dissipaci6 d’energia cinética turbulenta
Tensor absolut de permutacié, component contravariant
Tensor relatiu de permutacié, component contravariant
Vector velocitat

Vorticitat mitjana, component contravariant
Component no nul de la vorticitat

Tensor rotaci6, component covariant

Laplaciana

Divergencia

Simbol de Christoffel de primera especie

Simbol de Christoffel de segona espécie
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Subindexos

yk indexos covariants

)1 derivacio covariant
Superindexos

- valor mitja

o~ valor instantani

yk indexos contravariants
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